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Model penyebaran campak Ashraf, dkk (2019) merupakan salah sistem 
persamaan diferensial yang termasuk dalam sistem dinamik kontinu. Pada 
penelitian ini difokuskan untuk mengubah bentuk kontinu ke dalam bentuk diskrit 
dengan diskritisasi menggunakan beda hingga tak standar dan analisis kestabilan 
yang kemudian dilakukan simulasi numerik untuk membuktikan kestabilannya 
secara grafik. Berdasarkan analisis diperoleh bahwa model penyebaran campak 
yang diasumsikan mempunya dua titik tetap yaitu titik tetap bebas penyakit 
(𝑅0 < 1) dan titik tetap endemik (𝑅0 > 1) bersifat stabil. Kestabilan kedua titik 
tetap tersebut dibuktikan dengan kriteria schur-cohn dan didapat stabil dengan 
syarat 0 < 𝜙(ℎ) ≤ 5 yang memenuhi nilai ℎ > 0. Hasil simulasi numerik 
diperlihatkan bahwa model penyebaran campak terlihat konsisten secara dinamik 
dan menuju ke titik tetapnya. Selain itu juga simulasi numerik menunjukkan 
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The measles distribution model Ashraf, et al (2019) is a system of 
differential equations that is included in a continuous dynamic system. This 
research focuses on transforming the continuous form into discrete form by 
discretization using non-standard finite difference and stability analysis which is 
then carried out by numerical simulations to prove its stability graphically. Based 
on the analysis, it is found that the measles distribution model which is assumed 
to have two fixed points, namely the disease-free fixed point (𝑅0 < 1) and the 
endemic fixed point (𝑅0 > 1), is stable. The stability of the two fixed points is 
proven by the Schur-Cohn criteria and is obtained stable with the condition 0 <
𝜙(ℎ) ≤ 5 which meets the value of ℎ > 0. The results of the numerical simulation 
show that the measles distribution model is dynamically consistent and tends to 
the fixed point. In addition, numerical simulations show that the larger the value 






















. نشر الحصبةتطبيق طريقة التمييز حتى غير المعيار لنموذج . 0202رزقية. إلف وردة. 
البحث العلمي. دراسة الرياضيات. كلية العلوم والتكنولوجيا. جامعة موالنا مالك 
أري كوسوماستوتي، الماجستيرة،  (١): ةإبراهيم اإلسالمية الحكوميةماالنج. المشرف
 الدكتورة هيني ويداياني، الماجستيرة. (٢)
 
الحصبة، طريقة التمييز حتى المعيار، : الديناميك المنفصل، نموذج نشر الكلمات األساسية
 االستقرار
 
هو من إحدى تسوية التفاضل  (0222)إن نموذج نشر الحصبة ألشرف وأخرين 
تحت نظام الديناميك المستمر. يركز هذا البحث لتغيير صيغة االستمرار إلى الصيغة 
ي فيه المحاكاة المنفصلة باستخدام طريقة التمييز حتى غير المعيار وتحليل الثبات مما أجر
الرسمية لتصديق استقراها رسميا. وانطالقا من عملية التحليل المحصولة دلت على أن 
نموضج نشر الحصبة المسلّمة لها نقطتان ثابتتان وهي نقطة الثبات الحرية من المرض 
(𝑅0 < 𝑅0)ونقطة الثبات المتوطنة  (1 > وهي مستقرة. فاستقرار تلكما نقطتا الثبات  (1
0 ويحصل منه االستقرار بشطر أن يكون  "schur-cohn"جوهن -ايير سجورمصدقة بمع <
𝜙(ℎ) ≤ ℎالذي تتوفر فيه نتيجة5 > . فدلت المحاكاة الرقمية على أن نموذج نشر الحصبة  0
متسقرا ديناميكيا وتشير إلى نقطة ثباته. ومن ثم، فقد دلت المحاكاة الرقمية على إذا كانت 












1.1  Latar Belakang 
Penyakit campak adalah suatu penyakit menular yang memiliki angka cukup 
tinggi di berbagai negara termasuk Indonesia. Oleh karena itu, beberapa penelitian 
berusaha untuk memecahkan permasalahan ini dengan cara memodelkan secara 
matematis. Salah satu peneliti yang memodelkan penyebaran campak adalah 
Ashraf, dkk (2019). Penelitian tersebut menggunakan populasi SEIR (Suspectible, 
Exposed, Infected, Recovered) dan menggunakan vaksinasi sebagai strategi untuk 
mengontrol transmisi dinamik pada penyebarannya (Ashraf dkk, 2019).  
Model matematika penyebaran campak yang dikemukakan oleh Ashraf, dkk 
(2019) mengasumsikan populasi 𝑆𝐸𝐼𝑅 sebagai variabel dari model dan interaksi 
antar variabelnya disajikan dalam diagram kompartemen. Total populasi manusia 
dibagi menjadi empat dengan karakteristik masing-masing yaitu populasi yang 
rentan terhadap penyakit campak (𝑆), kemudian populasi yang mulai 
menampakkan tanda-tanda terinfeksinya suatu penyakit campak (𝐸), populasi 
yang terinfeksi (𝐼), dan populasi orang yang sembuh dimana manusia yang 
terinfeksi pulih atau manusia yang mendapat kekebalan vaksinasi permanen (𝑅),. 
Suatu parameter menunjukkan hubungan antar populasi 𝑆𝐸𝐼𝑅. Disini diasumsikan 
bahwa 𝛽 adalah laju kerentanan populasi 𝑆 menuju populasi 𝐸, 𝛼 laju infeksi 
populasi 𝐸 menuju suatu populasi 𝐼, parameter 𝛾 laju penyembuhan populasi 𝐼 





 populasi 𝐸 menuju populasi sembuh dengan pengaruh kekebalan vaksinasi 
permanen. Selain parameter-parameter tersebut, terdapat suatu 𝐵 yang 
menunjukkan laju kelahiran populasi 𝑆 dan setiap variabel populasi 𝑆𝐸𝐼𝑅 diikuti 
oleh parameter 𝜇 yang menunjukkan laju kematian alami.  
Penelitian Ashraf, dkk (2019) membahas interaksi sosial antar populasi 
dengan simulasi numerik menggunakan metode Rungke-Kutta orde 4 dan Skema 
Beda Hingga tak Standar dengan kajian analitik pada titik tetap  dan kajian basic 
reproductive ratio. Penelitian ini mengubah sistem persamaan model kontinu ke 
dalam model diskrit dengan menggunakan skema beda hingga tak-standar yang 
kemudian dianalisis pada sistem dinamik diskrit yang melibatkan titik tetap bebas 
penyakit dan titik tetap endemik dengan kedua keadaan basic reproductive ratio 
basic reproductive ratio basic reproductive ratio (𝑅0) . Penggunaan metode 
skema beda hingga tak-standar menunjukkan hasil-hasil numerik konsisten secara 
dinamik. 
Sementara itu seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan khususnya di 
bidang pemodelan matematika adalah kontrol penyebaran campak dengan 
vaksinasi. Dari penelitian sebelum-sebelumnya sudah banyak diperkenalkan 
model matematika penyebaran campak, kemudian dilakukan konstruksi model 
dan analisis dinamik oleh Bolarin (2004) dan pada penelitian selanjutnya 
dilakukan Suryanto (2012) dengan analisis numerik untuk populasi 𝑆𝐼𝑅. Pada 
penelitian kali ini akan membahas penyelesaian metode numerik untuk model 
populasi 𝑆𝐸𝐼𝑅 Ashraf, 2019 yang menggunakan nilai parameter dan nilai awal 
berdasakan penelitian Momoh, dkk (2013). Model penyakit campak dengan 





melibatkan populasi 𝐸(Exposed) dimana populasi yang menunjukkan tanda-tanda 
terinfeksi dianggap berpengaruh. Dalam kenyataaanya, penyakit campak adalah 
penyakit menular dengan gejala muncul setelah infeksi awal sekitar 9 sampai 11 
hari sehingga dalam pemodelannya terdapat populasi 𝐸(Eksposed).  
Metode numerik yang terkenal seperti Euler maju, Runge-Kutta orde 4 dan 
yang lain, terkadang tidak berhasil membangkitkan osilasi, bifurkasi, chaos, dan 
kesalahan titik tetap (Lapidus, 1999). Salah satu alternatif untuk mencegah 
ketidakstabilan numerik adalah mengunakan metode beda hingga tak standar yang 
dikemukakan oleh Mickens. Penyelesaian numerik menggunakan metode beda 
hingga tak standar seringkali dibandingkan dengan penyelesaian menggunakan 
metode Runge-Kutta orde empat, tetapi kesimpulan yang dapat diambil adalah 
metode Runge-Kutta orde empat tidak bisa menjaga sifat kestabilan ketika ukuran 
langkah waktu berubah dan keadaan tersebut berbanding terbalik dengan skema 
beda hingga tak standar (Nugroho, 2018). 
Nabi Muhammad SAW memerintahkan agar menghindar dari penyakit 
menular sebagaimana hadist berikut: 
“Hindarilah orang yang berpenyakit kusta seperti kamu menghindar dari seekor 
singa.” (HR. Bukhori) 
 
Hadist tersebut memberikan pemahaman bahwa seseorang harus sekuat 
tenaga untuk menghindari dari hal-hal yang menyebabkan terjangkitnya penyakit. 
Seperti halnya kasus campak yang dapat dihindari dengan cara mengurangi laju 
populasi terinfeksi sehingga tingkat penularan menjadi kecil.  
Berdasarkan uraian di atas, penulis mengangkat sebuah masalah mengenai 
solusi numerik model penyebaran campak dengan skema beda hingga tak standar 





langkah waktu berapapun dengan judul “Implementasi Skema Beda Hingga Tak-
Standar Untuk Model Penyebaran Campak”. 
 
1.2  Rumusan Masalah 
Berdasarkan uraian latar belakang, maka permasalahan dapat dirumuskan 
sebagai berikut:  
1. Bagaimana diskritisasi model penyebaran campak kontinu menggunakan 
metode beda hingga tak standar? 
2. Bagaimana analisis kestabilan skema beda hingga tak standar pada model 
penyebaran campak diskrit? 
3. Bagaimana simulasi numerik berdasarkan hasil analisis kestabilan skema 
beda hingga tak standar pada model penyebaran campak diskrit dan 
interpretasinya? 
 
1.3  Tujuan Penelitian 
Tujuan yang ingin dicapai berdasarkan rumusan masalah adalah 
1. Untuk mengetahui hasil diskritisasi model penyebaran campak kontinu 
menggunakan metode beda hingga tak standar. 
2. Untuk mengetahui analisis kestabilan skema beda hingga tak standar pada 
model penyebaran campak diskrit. 
3. Untuk mengetahui simulasi numerik berdasarkan hasil analisis kestabilan 







1.4  Manfaat Penelitian 
  Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Memperoleh bentuk diskritisasi model penyebaran campak dengan skema 
beda hingga tak standar. 
2. Memperoleh pembuktian kestabilan skema beda hingga tak standar pada 
model penyebaran campak diskrit. 
3. Menginformasikan simulasi numerik model penyebaran campak dengan 
skema beda hingga tak standar untuk ukuran langkah waktu (ℎ) berapapun 
sehingga dapat ditarik kesimpulan. 
 
1.5  Batasan Masalah 
Batasan masalah pada penelitian ini sebagai berikut: 
1. Sistem persamaan model epidemiologi penyebaran penyakit campak yang 
digunakan adalah : 
𝑑𝑆
𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆   
𝑑𝐸
𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝐸 − 𝛼𝐸 − 𝜎𝐸  
𝑑𝐼
𝑑𝑡
= 𝛼𝐸 − 𝜇𝐼 − 𝛾𝐼   
𝑑𝑅
𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 + 𝛼𝐸 − 𝜇𝑅  
dengan 𝑡 > 0 (Farah Ashraf, 2019 , 79-85) 
2. Parameter dalam penelitian ini diambil dari jurnal Momoh dkk, (2013). 
3. Terdapat nilai paramater laju populasi terinfeksi 𝛽 dalam populasi yang yang 
diubah-ubah pada simulasi numeriknya dengan tujuan mendapat nilai 𝑅0 < 1 





4. Pada simulasi numeriknya, Ukuran langkah waktu ℎ didekati untuk ℎ > 0 
sampai dengan ℎ < ∞. 
 
1.6  Metode Penelitian 
Terdapat tiga metode penelitian dalam menyelesaikan ketiga rumusan 
masalah dalam penelitian ini dan mengikuti langkah-langkah sebagai berikut: 
1.6.1 Diskritisasi Model dengan Skema Beda Hingga Tak Standar 
Subbab ini menjelaskan perubahan bentuk model penyebaran campak 
kontinu dari jurnal Farah Ashraf (2019) ke dalam bentuk diskrit menggunakan 
skema beda hingga tak standar. 
1.6.2 Analisis Kestabilan dari Titik Tetap Model  
Subbab ini berisi analisis dinamik dari model penyebaran penyakit campak 
yaitu (Farah Ashraf dkk, 2019): 
1. Menentukan titik tetap pada model penyebaran penyakit campak. 
2. Melakukan linierisasi model penyebaran penyakit campak diskrit 
menggunakan matriks Jacobi. 
3. Menganalisis kestabilan dari titik tetap model penyebaran penyakit 
campak diskrit menggunakan kriteria kestabilan Schur-Cohn. 
1.6.3 Penyelesaian Solusi Numerik dan Interpretasinya pada Model Penyebaran 
Campak dengan Skema Beda Hingga tak Standar. 
Subbab ini akan membahas mengenai simulasi numerik dari model 
penyebaran penyakit campak yang telah didiskritasi dengan skema beda hingga 
tak standar untuk dua kondisi yaitu kondisi bebas penyakit atau 𝑅0 < 1 dan 





1.7  Sistematika Penulisan 
Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari empat 
bab, masing-masing dibagi ke dalam subbab sebagai berikut: 
Bab I Pendahuluan  
Bagian ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 
manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika 
penulisan. 
Bab II Kajian Pustaka 
Bagian ini berisi materi-materi yang menjadi landasan teori yang terkait 
dengan masalah yang akan dibahas, yaitu persamaan diferensial biasa 
bergantung waktu, model matematika penyebaran campak, sistem dinamik, 
kriteria kestabilan Schur-Cohn, bilangan reproduksi dasar, metode beda 
hingga tak standar serta kajian agama tentang keberadaan penyakit dalam 
AlQur’an. 
Bab III Pembahasan 
Bagian ini berisi penjelasan mengenai diskritisasi model penyebaran campak 
dengan metode beda hingga tak standar, menentukan titik tetap, analisis 
kestabilan model penyebaran campak diskrit berdasarkan titik tetap serta 
melakukan simulasi dan menginterpretasikannya. 
Bab IV Penutup 
Bagian ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian yang telah dilakukan dan 








2.1 Persamaan Diferensial Biasa Bergantung Waktu 
Persamaan diferensial biasa bergantung waktu disebut juga dengan 
persamaan diferensial biasa autonomous. Persamaan diferensial biasa autonomous 
adalah persamaan yang memuat variabel 𝑡 secara eksplisit. Berikut adalah contoh 
persamaan diferensial biasa autonomous: 
 
dengan 𝑆 merupakan variabel terikat sedangkan 𝑡 merupakan variabel bebas dan 
𝐵, 𝜇 adalah nilai parameter yang diberikan. Persamaan (2.1) termasuk dalam 
persamaan diferensial linier dan autonomous karena pada ruas kanan tidak 
memuat 𝑡 secara eksplisit.  
Dalam persamaan diferensial biasa, jika persamaan tersebut memiliki 
variabel-varibel terikat dan turunannya dengan paling tinggi berpangkat satu dan 
mengandung perkalian antar variabel terikatnya maka disebut persamaan 
diferensial biasa linier. Sedangkan menurut Marwan dan Said (2009) untuk 
persamaan diferensial biasa non linier merupakan bentuk persamaan diferensial 
yang variabel terikatnya berbentuk polinom atau terdapat bentuk perkalian. 
Berikut adalah contoh persamaan diferensial biasa nonlinier:  
 
 
persamaan diferensial biasa (2.2) termasuk nonlinear dengan variabel-variabel 















Gambar 2. 1 Diagram Kompartemen Model Penyebaran Penyakit Campak 
 
nonliner karena terjadi interaksi antar variabel terikat 𝑆(𝑡) dengan 𝐼(𝑡) yang 
ditandai adanya perkalian antar kedua variabel tersebut. 
 
2.2  Model Matematika Penyebaran Campak 
 Penyakit campak termasuk dalam penyakit menular yang diakibatkan oleh 
virus rubelle dan ditemukan di lendir tenggorokan hidung orang dewasa maupun 
anak. Virus tumbuh pada sistem limfatik dan paru paru setelah memasuki tubuh.. 
Dalam dunia biologis, mekanisme terjadinya penyebaran penyakit campak 
mengikuti urutan susceptible, exposed, infected  dan recovered. 
Dalam menjelaskan deskripsi model penyebaran penyakit campak yang 
digunakan, terlebih daluhu akan dijelaskan variabel dari diagram kompartemen 
sebagai berikut: 
𝑆(𝑡): Populasi yang rentan terhadap penyakit campak 
𝐸(𝑡): Populasi laten (muncul tanda terinfeksi penyakit) 
𝐼(𝑡): Populasi yang terinfeksi penyakit campak 
𝑅(𝑡): Populasi sembuh (orang pulih dan  yang mendapat kekebalan vaksin) 
Interpretasi model penyakit campak 𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑅 yang digambarkan oleh (Ashraf 
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Identifikasi awal model menjelaskan model populasi 𝑆 atau 
𝑆𝑢𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. Populasi 𝑆 adalah besarnya laju populasi rentan terhadap penyakit 
yang dipengaruhi oleh jumlah populasi lahir 𝐵 dan akan mengalami menurunan 
dengan adanya laju kematian alami 𝜇𝑆 juga adanya laju populasi rentan ke masa 
laten 𝛽𝑆𝐼.  
 
Selanjutnya untuk populasi 𝐸𝑥𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑, populasi yang menunjukkan besarnya 
populasi laten atau muncul tanda terifeksi yang dipengaruhi oleh laju populasi 
rentan menuju populasi laten 𝛽𝑆𝐼 dan menurun sebesar laju kematian alami 𝜇𝐸, 
laju populasi laten menjadi terinfeksi 𝛼𝐸 dan laju populasi sembuh akibat 
vaksinasi 𝜎𝐸. 
 
Setelah terjadi tanda-tanda terinfeksi penyakit campak, populasi Exposed 
memasuki populasi Infected dimana orang tersebut dinyatakan terinfeksi campak 
dengan pengaruh dari populasi laten 𝛼𝐸 dan akan menurun sebesar laju kematian 
alami 𝜇𝐼 serta laju populasi yang sembuh 𝛾𝐼. 
 
Populasi terakhir adalah populasi 𝑅 (Recovered) atau kesembuhan, dalam 
penyakit campak tidak ada istilah kambuh sehingga model ini berhenti pada 
populasi Recovered. Istilah Recovered adalah besarnya populasi sembuh  yang 
dipengaruhi oleh laju kesembuhan populasi laten sebesar 𝛼𝐸 dan laju kesembuhan 


























Tabel 2. 1 Nilai awal model penyebaran penyakit campak (Momoh dkk, 2013) 
Jika persamaan (2.3) sampai persamaan (2.6) dijumlahkan maka diperoleh 
persamaan diferensial parsial total populasi 
 
yang memiliki solusi  
 
Dimana 𝑁0 = 𝑆(0) + 𝐸(0) + 𝐼(0) + 𝑅(0). Sehingga dapat disusun sebagai suatu 
sistem persamaan model matematika penyebatan penyakit campak berikut 
 
 
   
  
 
 Persamaan (2.7) merupakan hukum konservasi (hukum populasi konstan) 
terkait sistem persamaan (3.9).  
 
2.3 Nilai Parameter dan Nilai Awal Model Penyebaran Campak 
Momoh, dkk (2013) dalam penelitian Ashraf, dkk (2019) telah memberikan 
nilai masing-masing parameter dari model matematika penyebaran campak untuk 
menyelesaikan secara numerik model campak. Nilai-nilai parameter dan nilai 
awal variabel yang digunakan pada model tersebut diberikan pada tabel berikut 
ini. 
Parameter Keterangan Nilai 
𝑆(0) Nilai awal untuk populasi 𝑆𝑢𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 0.6 orang 
𝐸(0) Nilai awal untuk populasi 𝐸𝑥𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑 0.25  orang 
𝐼(0) Nilai awal untuk populasi 𝐼𝑛𝑓𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 0.1 orang 
















= 𝐵 − 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝜇𝑆(𝑡) 
𝑑𝐸(𝑡)
𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝜇𝐸(𝑡) − 𝛼𝐸(𝑡) − 𝜎𝐸(𝑡) 
𝑑𝐼(𝑡)
𝑑𝑡
= 𝛼𝐸(𝑡) − 𝜇𝐼(𝑡) − 𝛾𝐼(𝑡) 
𝑑𝑅(𝑡)
𝑑𝑡










2.4 Sistem Dinamik 
 Menurut Arrowsnith dan Place (1990), suatu keadaan yang dipengaruhi oleh 
waktu (𝑡) disebut sistem dinamik. Terdapat dua macam sistem dinamik, yaitu 
sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Sistem dinamik diskrit 
dinyatakan dalam bersamaan beda, yaitu 
𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡) , 𝑡 ∈ ℤ  
apabila 𝑡 kontinu, maka sistkesem dinamik tersebut merupakan suatu persamaan 
diferensial sebagaimana berikut 
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑓(?⃗?, 𝑡) , 𝑡 ∈ ℝ 
 
2.5  Sistem Dinamik Diskret 
 Persamaan beda menggambarkan fenomena yang berkaitan dengan waktu 
berjalan secara diskrit. Contohnya, jika suatu populasi berkembang secara diskrit, 
maka populasi ke (𝑡 + 1) merupakan fungsi dari populasi ke 𝑡. Apabila terdapat 
interaksi antara dua spesies, populasi keduanya pada waktu ke (𝑡 + 1) dapat 
ditulis dalam bentuk sistem persamaan beda sebagai berikut 
 
 
Parameter Keterangan Nilai 
𝜇 Laju kematian alami 0,2 perhari 
𝜎 Laju kesembuhan populasi𝐸 karena pengaruh vaksin 0,25 perhari 
𝛾 Laju kesembuhan populasi 𝐼 0.2  perhari 
𝐵 Laju kelahiran populasi 𝑆 0.32 perhari 
𝛼 Laju populasi laten 𝐸 menjadi populasi terinfeksi 𝐼 0.01 perhari 
𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡, 𝑦𝑡) 







titik (𝑥∗, 𝑦∗) disebut titik tetap persamaan (2.11) jika 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) = 𝑥∗ dan 
𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) = 𝑥∗ dan 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) = 𝑦∗ dimana 𝑓 dan 𝑔 keduanya fungsi pembangkit 
sistem (Elaydi, 2005). 
 
2.5.1 Sistem Dinamik Diskret Linier 
Suatu sitem dinamik diskret dapat dikatakan linier jika dalam persamaan 
sistem tidak terdapat perkalian antar variabel bebasnya. Bentuk sistem dinamik 
diskret biasanya dihubungkan dengan bentuk umum sistem persamaan beda 
















𝑥1(𝑡 + 1) = 𝑎11𝑥1(𝑡) + 𝑎12𝑥2(𝑡) + ⋯+ 𝑎1𝑘𝑥𝑘(𝑡) 
𝑥2(𝑡 + 1) = 𝑎21𝑥1(𝑡) + 𝑎22𝑥2(𝑡) + ⋯+ 𝑎2𝑘𝑥𝑘(𝑡) 
⋮ 











𝑎11𝑥1(𝑡) + 𝑎12𝑥2(𝑡) + ⋯+ 𝑎1𝑘𝑥𝑘(𝑡)
𝑎21𝑥1(𝑡) + 𝑎22𝑥2(𝑡) + ⋯+ 𝑎2𝑘𝑥𝑘(𝑡)
⋮
𝑎𝑘1𝑥1(𝑡) + 𝑎𝑘2𝑥2(𝑡) + ⋯+ 𝑎𝑘𝑘𝑥𝑘(𝑡)
) 
= (
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑘
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑘
⋮ ⋮ ⋮

























dengan demikian diperoleh bahwa persamaan (2.13) sebagai persamaan sistem 
dinamik diskret dengan ?⃗?(𝑛) = [𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑘(𝑡)]
𝑇 dan fungsi pembangkit 
?⃗⃗⃗? = (
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑘
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑘
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎2𝑘 ⋯ 𝑎𝑘𝑘
). 
Dari persamaan (2.1) dapat ditentukan nilai eigen yang memenuhi 
persamaan karakteristik (2.1) dengan menyelesaikan persamaan berikut: 
 
 
kemudian jika dimisalkan ?⃗?∗(𝑡) sebagai titik tetap pada persamaan (2.10), maka 
berdasarkan definisi (2.10) dapat dibentuk: 
𝐴(?⃗?∗(𝑡) ) = ?⃗?∗(𝑡) 
𝐴(?⃗?∗(𝑡) ) − ?⃗?∗(𝑡) = 0 
|?⃗⃗⃗? − 𝐼| ?⃗⃗?
∗
(𝑡) = 0 
diasumsikan (?⃗⃗⃗? − 𝐼) tidak singular sehingga diperoleh ?⃗?∗(𝑡) = 0 merupakan titik 
tetap sistem. Jika 𝜆 adalah nilai-nilai eigen dari persamaan (2.13) maka diperoleh 
bentuk solusi umumnya sebagai berikut: 
 
dengan 𝑐𝑖 adalah konstanta dan ?⃗?𝑖 adalah vektor eigen yang berseduaian dengan 
nilai eigen 𝜆𝑖 dimana 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 (Elaydi, 2005). 
 
2.5.2 Sistem Dinamik Diskret Non Linier 
Jika sistem dinamik diskret memuat perkalian antar variabel terikat, maka 
sistem (2.10) disebut sebagai sistem dinamik diskrit nonliner. Suatu sistem 











diskret nonlinier dapat ditentukan jenis kestabilan titik tetapnya melalui proses 
linierisasi, kemudian dicari pendekatan sistem linier di sekitar ?⃗?∗ dengan 
melakukan ekspansi deret 𝑇𝑎𝑦𝑙𝑜𝑟 dan menghilangkan suku non liniernya 
sebagai berikut: 














































untuk setiap 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 sedemikian sehingga 𝜂𝑗(?⃗?(𝑡)) dapat diabaikan, karena 
?⃗?∗ merupakan titik tetap, maka sistem (2.10) dapat didekati dengan 

















































dengan memisalkan 𝑢𝑗(𝑡 + 1) = 𝑥𝑗(𝑡 + 1) − 𝑥𝑗
∗ untuk setiap  𝑗 = 1,2, … , 𝑘 
maka sistem (2.16) menjadi 








































dan dapat dibentuk suatu matriks: 
?⃗⃗?(𝑛 + 1) = 𝐴?⃗⃗?(𝑛) 































































































2.5.3 Titik Tetap 
Titik tetap dalam ruang state dimana sistem dinamis akan tetap ada apabila 
dimulai dari titik tersebut. Secara matematis definisi titik ekuilibrium dapat 
dituliskan sebagai berikut. 
Definisi 2.1 (Titik Tetap) 
Titik 𝑥∗ ∈ ℝ𝑛 disebut titik ekuilibrium sistem (titik tetap) jika sistem  
𝑓(𝑥∗) = 0 (Perko, 1991). 
Istilah lain yang banyak digunakan adalah titik stationer, titik kritis, dan titik 
singular. 
 
2.5.4 Kestabilan Titik Tetap 
 Titik (𝑥∗, 𝑦∗) disebut titik tetap sistem nonlinier. Kestabilan titik tersebut 
dapat ditentikan dengan menganalisis sistem hasil linearisasi. Untuk suatu 
persamaan beda dengan orde 𝑘 berikut 
 
dimana 𝑝𝑖 bernilai konstan ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑘 dan 𝑝𝑘 ≠ 0, persamaan karakteristik 
untuk persamaan (2.17) adalah 
 
misalkan 𝜆𝑖 merupakan akar-akar karakteristik persamaan (2.17), maka berlaku 
semua solusi dari persamaan (2.18) konvergen menuju 0 (stabil asimtotik) jika 




𝑥(𝑛 + 𝑘) + 𝑝1𝑥(𝑛 + 𝑘 − 1) + ⋯+ 𝑝𝑘𝑥(𝑛) = 0 
 
𝑃(𝜆) = 𝜆𝑘 + 𝑝1𝜆






2.6 Kriteria Kestabilan Schur-Cohn 
Solusi dari persamaan karakteristik (2.18) dikatakan stabil asimtotik jika 
memenuhi syarat-syarat berikut 
(i). 𝑃(1) > 0, 
(ii). (−1)𝑘𝑃(−1) > 0, 
























matriks 𝐵 dikatakan positif innerwise jika sub determinan di dalam 
matriks tersebut bernilai positif (Elaydi, 2005). 
 
2.7 Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 
 Banyaknya individu rentan yang terinfeksi secara langsung oleh individu lain 
yang telah terinfeksi, dan masuk ke dalam populasi yang seluruhnya masih rentan 
disebut bilangan reproduksi dasar (Giesecke, 2002). Kemungkinan dari kondisi 
yang timbul adalah sebagai berikut: 
a. Jika 𝑅0 < 1, maka jumlah individu yang terinfeksi akan menurun, sehingga 
penyakit akan menghilang. 
b. Jika 𝑅0 = 1, maka penyakit akan menetap 
c. Jika 𝑅0 > 1, maka jumlah individu yang terinfeksi akan meningkat dan 
penyakit mewabah. 
Cara untuk menentukan bilangan reproduksi dasar 𝑅0 lebih jauh dapat dilihat pada 





2.8 Nilai Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) pada Model Matematika 
Penyebaran Campak 
    Nilai harapan banyaknya kasus sekunder yang timbul akibat dari satu kasus 
primer dalam suatu populasi rentan disebut sebagai bilangan reproduksi dasar 
(𝑅0). Bilangan reproduksi dasar merupakan kondisi ambang batas dalam 
menentukan apakah suatu populasi terjadi endemik atau akan bebas penyakit. 






Bilangan reproduksi dasar dapat dicari dengan menggunakan metode matriks 
next generation. Dalam model penyebaran penyakit campak, sistem persamaan 
(2.9) yang merupakan subpopulasi kelas terinfeksi adalah: 
𝑑𝐸(𝑡)
𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝜇𝐸(𝑡) − 𝛼𝐸(𝑡) − 𝜎𝐸(𝑡) 
𝑑𝐼(𝑡)
𝑑𝑡
= 𝛼𝐸(𝑡) − 𝜇𝐼(𝑡) − 𝛾𝐼(𝑡) 
Berdasarkan materi yang ada pada penjelasan bab sebelumnya, maka didapat 
matriks 𝜑 sebagai laju infeksi individu yang mengakibatkan bertambahnya 
populasi terinfeksi dan 𝜓 sebagai laju perpindahan keluarnya populasi terinfeksi 















































, 0,0,0). Sehingga persamaan (2.34) menjadi 
 
  
Matriks 𝑛𝑒𝑥𝑡 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 diperoleh dengan menggunakan perkalian 𝐹 dan  


















































] , 𝑱(𝑽) = [
(𝜇 + 𝛼 + 𝜎) 0









] , 𝑽 = [
(𝜇 + 𝛼 + 𝜎) 0






(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)
[
(𝜇 + 𝛼 + 𝜎) 0






















nilai eigen yang dihasilkan adalah: 
𝜆1 =
√(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)𝛼𝛽
𝐵
𝜇
(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)
 
𝜆2 = −
√(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)𝛼𝛽
𝐵
𝜇
(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)
 
Bilangan reproduksi dasar didefinisikan sebagai radius spektral (nilai eigen 
dominan) dari matriks next generation (Diekmann dan Geesterbeek, 2002). Sesuai 
dengan definisi dari radius spektral nilai eigen yang dihasilkan dari matriks ini 
jika dihargamutlakkan tidak memperoleh hasil yang dominan, sehingga dilakukan 
perkalian antara |𝜆1| dan |𝜆2|dan didapat 
𝑅0 = |𝜆1||𝜆2| 
𝑅0 = ||
√(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)𝛼𝛽
𝐵
𝜇
(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)
|| ||
√(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)𝛼𝛽
𝐵
𝜇
(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)
|| 
Berdasarkan perhitungan tersebut, bilangan reproduksi dasar dari sistem 
persamaan (2.9) adalah: 
𝑅0 =
𝐵𝛼𝛽















2.9  Metode Beda Hingga 
2.9.1 Metode Beda Hingga Standar 
 Dalam mengaproksimasi turunan, metode beda hingga didasari pada 
ekspansi deret Taylor. Ekspansi deret Taylor untuk fungsi 𝑢(𝑥𝑗 + ℎ) di sekitar 
titik 𝑥 = 𝑥𝑗 dapat ditulis sebagai berikut 
 
dari persamaan tersebut diperoleh 





dengan demikian diperoleh pendekatan turunan pertama pada titik 𝑥 = 𝑥𝑗 yaitu 
 
Pendekatan turunan pada persamaan di atas disebut pendekatan beda maju 
yang telah dilakukan pemotongan suku-suku sisa. Dengan menggunakan 
prosedut seperti sebelumnya, jika ekspansi deret Taylor dilakukan untuk 𝑢(𝑥𝑗 −
ℎ) didapat 
 




+ 𝑂(ℎ),        
dan diperoleh pendekatan turunan pertama pada titik 𝑥 = 𝑥𝑗  yaitu 
 
 



































Berdasarkan persamaan (2.26) diperoleh pendekatan turunan yang disebut 






pendekatan turunan pada persamaan (2.28) disebut pendekatan beda pusat yang 
memuat kesalahan pemotongan orde dua yang ditulisakan sebagai 
𝑂(∆𝑥2) (Suryanto,2012). 
Metode beda hingga yang sering digunakan untuk pendekatan turunan 
pertama adalah metode Euler maju. Sebagai contoh, sistem persamaan 
diferensial (2.11) dengan ruas kirinya didekati oleh beda maju sehingga menjadi 
𝑥(𝑡𝑛 + ℎ) − 𝑥(𝑡𝑛)
ℎ
≈ 𝑓(𝑥(𝑡𝑛), 𝑦(𝑡𝑛)) 
𝑦(𝑡𝑛 + ℎ) − 𝑦(𝑡𝑛)
ℎ
≈ 𝑔(𝑥(𝑡𝑛), 𝑦(𝑡𝑛)) 
kemudian didiskritisasi dengan metode Euler dan diperoleh bentuk 
𝑥(𝑡𝑛 + ℎ) = 𝑥(𝑡𝑛) + ℎ𝑓(𝑥(𝑡𝑛), 𝑦(𝑡𝑛)) 
𝑦(𝑡𝑛 + ℎ) = 𝑦(𝑡𝑛) + ℎ𝑔(𝑥(𝑡𝑛), 𝑦(𝑡𝑛)) 
atau 
𝑥𝑡+1 = 𝑥𝑡 + ℎ𝑓(𝑥𝑡, 𝑦𝑡), 
𝑦𝑡+1 = 𝑦𝑡 + ℎ𝑓(𝑥𝑡, 𝑦𝑡), 
(Boyce dan Diprima, 2012) 
𝑢(𝑥𝑗 + ℎ) − 𝑢(𝑥𝑗 − ℎ) = 2ℎ𝑢𝑥(𝑥𝑗) +
ℎ3
3!
𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑗) + ⋯ 
𝑢′(𝑥𝑗) ≈


















2.9.2 Metode Beda Hingga Tak Standar 
Mickens (1999) dan Mickens (2005) menjabarkan metode beda hingga tak 
standar dalam bentuk skema eksak yang kemudian dikembangkan kembali 
menjadi skema beda hingga tak standar. Skema beda hingga eksak didefinisikan 
sebagai salah satu skema yang memiliki solusi yang tepat sama dengan solusi 
persamaan diferensialnya. Dalam persamaan diferensial berikut ini, misalkan 
 
persamaan (2.29) memiliki bentuk solusi sebagai berikut 
 
Berdasarkan Mickens (1999) skema eksak dari persamaan diferensial biasa 





(𝑖), 𝑖 = 1,2, … ,𝑁 merupakan fungsi bebas linier dari fungsi 𝑢𝑗
(𝑖) =
𝑢(𝑖)(𝑡𝑗). 
Skema eksak dari persamaan (2.29) dapat dikontruksi dengan 
menggunakan persamaan (2.31) sebagai berikut 
 
= 0 
sehingga didapat skema eksak untuk persamaan (2.32) yaitu 
 


















































𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗 = (𝑒












dengan menyederhanakan persamaan (2.34), diperoleh skema beda hingga eksak 






= −𝜆𝑢𝑗  
Pada persamaan (2.29), jika diskritisasi menggunakan beda maju seperti 
persamaan (2.24) diperoleh 
 
namun untuk turunan diskrit pertama persamaan (2.29) diberikan  
 
dengan 𝜙 adalah fungsi denominator sebagai berikut 
 
Pendekatan beda hingga pada persamaan (2.34) merupakan pengembangan 
dari pendekatan beda maju dan beda pusat untuk persamaan (2.29). Dalam hal 
ini ukuran langkah ∆𝑡 diganti dengan fungsi denominator 𝜙. Suatu skema 
dikatakan sebagai skema beda hingga tak standar, jika skema tersebut memenuhi 
salah satu pernyataan berikut (Mickens, 2005): 
1. Orde dari turunan diskrit harus tepat sama dengan orde dari turunan pada 
persamaan diferensial yang bersangkutan. 
2. Ukuran langkah pada turunan diskrit dinyatakan sebagai fungsi 










































dengan fungsi denominator Γ(∆𝑡, 𝜆) = ∆𝑡 + 𝑂(∆𝑡2) dan Φ(∆𝑥, 𝜆) = ∆𝑥 +
𝑂(∆𝑥2). 
3. Bagian nonlinier harus secara umum dimodelkan secara lokasi pada grid 





































Dalam mengimplementasikan metode beda hingga tak standar, fungsi 
denominator dimodifikasi sesuai bentuk solusi yang diharapkan. 
 
2.10 Keberadaan Penyakit dalam AlQur’an dan Hadist 
   Pada hakikatnya ujian mencerminkan kasih sayang Allah pada 
hambaNya.. Allah mengujinya dengan kemiskinan maupun dengan penyakit 
dalam kurun waktu tertentu tak lain agar manusia senantiasa mengingatNya. Salah 
satu ujian Allah yang banyak menimpa manusia adalah wabah penyakit. 
Keberadaan penyakit pada manusia sudah ada sejak zaman Nabi Ayyub A.S yang 
telah dijelaskan dalam al-Quran surah  AlAnbiyaa ayat ke 83-84 yang berbunyi : 
“dan (ingatlah kisah) Ayub, ketika ia menyeru Tuhannya, "(Ya Tuhanku), 
sesungguhnya aku telah ditimpa penyakit dan Engkau adalah Tuhan Yang Maha 
Penyayang di antara semua penyayang.” Maka Kami pun memperkenankan seruannya 
itu, lalu Kami lenyapkan penyakit yang ada padanya dan Kami kembalikan keluarganya 
kepadanya, dan Kami lipat gandakan bilangan mereka, sebagai suatu rahmat dari sisi 






 Menurut Syaikh Wahbah az-Azuhaili, ayat di atas menafsirkan bahwa 
Allah SWT menguji Nabi Ayyub dan memberikan kekuasaan kepada setan 
terhadap jasadnya sebagai cobaan baginya, setan kemudian meniup ke dalam 
jasad sehingga keluarlah bisul yang buruk dan menjijikkan. Beliau menderita 
penyakit penyakit kulit. Kulit sang nabi mengeluarkan nanah hingga rambutnya 
pun rontok dalam kurun waktu yang sangat lama (kurang lebih 18 tahun). Lebih 
dari itu anak-anaknya wafat, hartanya binasa dan manusia menjauhinya selain 
istrinya, maka Allah mendapatkannya dalam keadaan sabar dan ridha terhadap 
musibah itu, dan setelah sekian lama, ia pun berdoa seperti yang disebutkan dalam 
ayat di atas. Karena sikap nabi ayub yang sabar, berserah dan bertawakal kepada 
Allah dalam menyikapi penyakit yang menimpa dirinya, maka kami mengabulkan 
doa-Nya, lalu kami melenyapkan berbagai penyakit yang ada padanya sehingga 
penyakitnya sembuh lahir batin. 
Surat AlAnbiyaa ayat 83-84 memiliki korespondensi dengan permasalahan 
yang diteliti, Allah SWT memberikan penyakit kepada manusia untuk 
menjelaskan segala cobaan berasal dari Allah, dan tidaklah sesuatu itu ditimpakan 
pada manusia kecuali ada hikmah di dalamnya. Selain itu juga, hendaklah 
manusia tidak berputus asa dalam menerima cobaan Allah. Misalnya dalam 
keadaan sakit, manusia hendaknya berusaha mencari kesembuhan lalu 
bertawakkal kepada Allah dan senantiasa berdoa. Seperti halnya penyakit campak 
yang bersifat menular, manusia dapat berusaha mengurangi interaksi dengan 
penderita dan mencegah laju penularan.  
Pembahasan mengenai penyakit lebih mendalam yang disebutkan dalam 





“Tha'un (wabah penyakit menular) adalah suatu peringatan dari Allah 
Subhanahu Wa Ta'ala untuk menguji hamba-hamba-Nya dari kalangan manusia. Maka, 
apabila kamu mendengar penyakit itu berjangkit di suatu negeri, janganlah kamu masuk 
ke negeri itu. Apabila wabah itu berjangkit di negeri tempat kamu berada, jangan pula 
kamu lari darinya." (HR Bukhari dan Muslim dari Usamah bin Zaid).  
 
Kalimat “Dahulu, tha’un adalah azab yang Allah kirimkan kepada siapa 
saja yang Dia kehendaki, tetapi Allah menjadikannya sebagai rahmat bagi orang 
beriman”, menunjukkan bahwa wabah penyakit merupakan bentuk peringatan 
atau ujian dari Allah SWT. Namun, bagi orang beriman, wabah penyakit ini dapat 
menjadi bentuk rahmat atau kasih sayang Allah. Maka, Rasulullah pun 
memberikan tuntunan untuk menghadapi penyebaran penyakit dengan tidak 
keluar rumah untuk menghindari orang orang yang terinfeksi dan Sabar dalam arti 
menahan diri untuk tidak keluar dari wilayah yang terkena wabah sampai berakhir 
semata-mata mengharap rida Allah, serta menyakini bahwa wabah tersebut adalah 










3.1 Diskritisasi Model 
Sistem persamaan (2.32) didiskritisasi menggunakan metode beda hingga tak 
standar seperti yang telah dijelaskan pada subbab (2.5). Penggantian dari turunan 
orde pertama diskrit didekati dengan beda maju tetapi dengan menggunakan 
fungsi penyebut 𝜙(ℎ) sehingga dikenal dengan perluasan beda maju. Fungsi 
penyebut tersebut digunakan agar total populasi eksak tetap terjaga, yaitu dengan 
cara mendiskrititasi persamaan (2.30) dan didapat persamaan berikut: 
 
 
persamaan di atas merupakan bentuk diskritisasi tak standar dari persamaan 
konservasi populasi (2.30) sehingga fungsi penyebut 𝜙(ℎ) dapat diperoleh dengan 
membandingkan solusi persamaan (2.30) yaitu solusi pada persamaan (2.31) pada 
saat 𝑡 = 𝑡𝑛+1 yaitu 𝑁𝑛+1 =
1
𝜇
[𝐵 − (𝐵 − 𝜇𝑁𝑛)𝑒−𝜇ℎ]. Dengan cara ini diperoleh 
bahwa fungsi penyebut harus menenuhi  
 




































Oleh karena itu, proses diskretisasi menggunakan Skema beda hingga tak standar 








Skema beda hingga tak standar di atas memenuhi total populasi konstan ?̇?(𝑡) +
?̇?(𝑡) + 𝐼(̇𝑡) + ?̇?(𝑡) = 0 sehingga memenuhi hukum konservasi. Dari persamaan 








3.2 Titik Tetap Model 
  Titik tetap pada sistem persamaan (2.32) diperoleh berdasarkan definisi pada 
subbab (2.1) , dengan demikian memenuhi kondisi 𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 = 𝑆∗ dan analog 





= 𝐵 − 𝛽𝑆𝑛+1𝐼𝑛 − 𝜇𝑆𝑛+1 
𝐸𝑛+1 − 𝐸𝑛
𝜙(ℎ)
= 𝛽𝑆𝑛+1𝐼𝑛 − (𝜇 + 𝛼 + +𝜎)𝐸𝑛+1 
𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛
𝜙(ℎ)
= 𝛼𝐸𝑛+1 − (𝜇 + 𝛾)𝐼𝑛+1 
𝑅𝑛+1 − 𝑅𝑛
𝜙(ℎ)















1 + 𝜙(ℎ)(𝜇 + 𝛾)
 
𝑅𝑛+1 =











= 𝐵 − 𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝜇𝑆∗ 
𝐸∗ − 𝐸∗
𝜙(ℎ)
= 𝛽𝑆∗𝐼∗ − (𝜇 + 𝛼 + +𝜎)𝐸∗ 
𝐼∗ − 𝐼∗
𝜙(ℎ)
= 𝛼𝐸∗ − (𝜇 + 𝛾)𝐼∗ 
𝑅∗ − 𝑅∗
𝜙(ℎ)
= 𝛾𝐼∗ + 𝛼𝐸∗ − 𝜇𝑅∗ 





berdasarkan persamaan (3.7) diperoleh dua kemungkinan nilai 𝐼∗, yaitu saat 𝐼∗ =
0 disebut dengan titik tetap bebas penyakit, dan saat 𝐼∗ ≠ 0 disebut titik tetap 
endemik. 
 
3.2.1 Titik Tetap Bebas Penyakit  
 Titik tetap bebas penyakit artinya dalam populasi tersebut tidak terjadi 
penyebaran penyakit menular atau belum ada individu yang terinfeksi pada saat 
𝑡 sehingga (𝐼(𝑡) = 0). Tahapannya adalah sebagai berikut: 





(3.5) 𝐵 − 𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝜇𝑆∗ = 0 
(3.6) 𝛽𝑆∗𝐼∗ − (𝜇 + 𝛼 + +𝜎)𝐸∗ = 0 
(3.7) 𝛼𝐸∗ − (𝜇 + 𝛾)𝐼∗ = 0 
(3.8) 𝛾𝐼∗ + 𝛼𝐸∗ − 𝜇𝑅∗ = 0 
𝐵 − 𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝜇𝑆∗ = 0 
𝐵 − 𝛽𝑆∗0 − 𝜇𝑆∗ = 0 
























, 0,0,0). Dalam hal ini, tidak 
ada populasi laten dan terinfeksi sama atau bernilai nol sehingga menyebabkan 
banyaknya populasi sembuh atau pulih juga sama dengan nol. Namun, terdapat 






⟶ 𝑁 atau dengan 
artian dalam populasi masih belum ada yang terjangkit penyakit. 
 
3.2.2  Titik Tetap Endemik 
  Suatu ekuilibrium endemik artinya suatu kondisi dimana terjadi 
penularan penyakit dengan asumsi terdapat individu terinfeksi penyakit atau 
𝐼(𝑡) ≠ 0. Dari persamaan (3.7) diperoleh 
𝛼𝐸∗ − 𝜇𝐼∗ − 𝛾𝐼∗ = 0 
𝛼𝐸∗ − 0 − 0 = 0 
𝛼𝐸∗ = 0 
𝐸∗ = 0 
 
𝛾𝐼∗ + 𝛼𝐸∗ − 𝜇𝑅∗ = 0 
0 + 0 − 𝜇𝑅∗ = 0 
𝜇𝑅∗ = 0 
𝑅∗ = 0 
 
𝐵 − 𝜇𝑆∗ = 0 


























terdapat dua kemungkinan yaitu 𝐼∗ = 0 atau (𝛽𝑆 −
(𝜇+𝛾)
𝛼
(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)) = 0. 











− 𝜇𝑅∗ = 0 
𝛾𝐼∗ + (𝜇 + 𝛾)𝐼∗ − 𝜇𝑅∗ = 0 
𝛾𝐼∗ + 𝜇𝐼∗ + 𝛾𝐼∗ − 𝜇𝑅∗ = 0 
























(𝜇 + 𝛼 + 𝜎) 
𝑆∗ =
































sehingga titik tetap endemik terpenuhi jika dan hanya jika 𝑅0 > 1. 
3.3 Kestabilan Titik Tetap 
Diskritisasi persamaan (3.4) menggunakan skema beda hingga tak standar 
kemudian digunakan untuk menganalisa konvergensi dari model 𝑆𝐸𝐼𝑅 
penyebaran campak. Matriks Jacobi dari sistem persamaan (3.4) secara umum 
sebelum dievaluasi di titik kesetimbangan berbentuk sebagai berikut. 
𝐵 − 𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝜇𝑆∗ = 0 












(𝜇 + 𝛾)(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝛽𝐼∗ + 𝜇) = 𝐵𝛼𝛽 
(𝛽𝐼∗ + 𝜇) =
𝐵𝛼𝛽



























𝜇(𝜇 + 𝛼 + 𝜎)(𝜇 + 𝛾)















dengan bentuk elemen matriks 𝐽 sebagaimana ditulis pada Lampiran 1. 
 
3.3.1 Kestabilan Titik Tetap Bebas Penyakit (𝑇0
∗) 
Persamaan karakteristik dari matriks Jacobi (3.12) tersebut berupa polinom 



































































proses perhitungan koefisien polinom (3.11) secara lengkap terdapat pada 
Lampiran 1 




, 0,0,0 ) disubstitusikan ke persamaan 



















(3.13) 𝑃(𝜆) = 𝜆4 + 𝐴1𝜆
3 + 𝐴2𝜆



















































































































































Pembuktian kriteria kestabilan Schur-Cohn untuk titik 𝑇0
∗ cukup rumit 
untuk diturunkan secara umum sehingga digunakan kasus khusus dengan nilai 
parameter pada Tabel 2.1. Nilai parameter tersebut akan disubsitusikan ke 
dalam kriteria kestabilan Schur-Cohn untuk melihat sifat kestabilan titik 𝑇0
∗ 
secara khusus. Bentuk koefisien 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3,  dan 𝐴4 sebagai fungsi dari ℎ dapat 
dilihat di Lampiran 3. Fungsi 𝜙(ℎ) sebagaimana dituliskan pada persamaan 






= 5 . 
Lebih lanjut, digunakan nilai batas atas dari 𝜙(ℎ) yakni sebesar 5 untuk 
membuktikan kestabilan titik tetap bebas penyakit 𝑇0
∗. Nilai dari 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3,  
dan 𝐴4 dapat diperoleh dengan menggunakan bantuan aplikasi Maple 2018 















dari tabel 3.1 tersebut dapat dianalisa kestabilan secara khusus melalui kriteria 
kestabilan Schur-Cohn berikut: 
1. 𝑃(1) = 1 + 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 
= 0.2765 > 0 
2. (−1)𝑘𝑃(−1) = (−1)4(1 − 𝐴1 + 𝐴2 − 𝐴3 + 𝐴4) 























𝐴1 1 + 𝐴4 𝐴3
𝐴2 + 𝐴4 𝐴1 + 𝐴3 1 + 𝐴2
] 
= 1 + 𝐴2 + 𝐴4 − 𝐴3𝐴1 − 𝐴3
2 + 𝐴4𝐴1























𝐴1 1 − 𝐴4 −𝐴3
𝐴2 − 𝐴4 𝐴1 − 𝐴3 1 − 𝐴2
] 
= 1 − 𝐴2 − 𝐴4 + 2𝐴2𝐴4 − 𝐴4𝐴1




3 + 𝐴1𝐴3 − 𝐴3
2
 
= 0.6987 > 0 
(Bukti Penyelesaian ada di Lampiran 3) Dari ketiga syarat di atas dengan 
perhitungan menggunakan software Maple 18 dengan cara substitusi parameter 
(dapat dilihat pada lampiran) didapat bahwa sistem persamaan model 
penyebaran penyakit campak pada titik tetap bebas penyakit stabil asimtotik 
dengan syarat 𝜙(ℎ) > 0. Berdasarkan persamaan (3.2) dapat disimpulkan 
bahwa nilai 𝜙(ℎ) memenuhi 0 < 𝜙(ℎ) ≤ 5 dengan ℎ > 0. 
 
3.3.1 Kestabilan Titik Tetap Endemik 
 Untuk kasus endemik, persamaan karakteristik dari matriks Jacobi (3.12) 

















































































disubstitusikan ke persamaan karakteristik (3.14) sedemikian sehingga didapat 
(3.14) 𝑃(𝜆) = 𝜆4 + 𝐷1𝜆
3 + 𝐷2𝜆



































































(𝜙(ℎ)(𝜇(𝑅0 − 1) + 𝜇) + 1)𝑑
+
1

































(𝜙(ℎ)(𝜇(𝑅0 − 1) + 𝜇) + 1)3𝑏2𝑐
−
1






















Sama halnya dengan titik tetap bebas penyakit, , digunakan nilai batas 
atas dari 𝜙(ℎ) yakni sebesar 5 untuk membuktikan kestabilan titik tetap 
endemik 𝑇𝑒
∗. Nilai dari 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3,  dan 𝐷4 dapat diperoleh dengan 








Dari tabel 3.2 tersebut dapat dianalisa kestabilan secara khusus melalui 
kriteria kestabilan Schur-Cohn berikut: 
1. 𝑃(1) = 1 + 𝐷1 + 𝐷2 + 𝐷3 + 𝐷4 > 0 
= 0.456 > 0 
2. (−1)𝑘𝑃(−1) = (−1)4(1 − 𝐷1 + 𝐷2 − 𝐷3 + 𝐷4) 
 = 1 − 𝐷1 + 𝐷2 − 𝐷3 + 𝐷4 > 0  




























𝐷1 1 + 𝐷4 𝐷3
𝐷2 + 𝐷4 𝐷1 + 𝐷3 1 + 𝐷2
] 
= 1 + 𝐷2 + 𝐷4 − 𝐷3𝐷1 − 𝐷3
2 + 𝐷4𝐷1
2 + 𝐷4𝐷1𝐷3 − 𝐷4
2𝐷2 − 𝐷4
3 













𝐷1 1 − 𝐷4 −𝐷3
𝐷2 − 𝐷4 𝐷1 − 𝐷3 1 − 𝐷2
] 
= 1 − 𝐷2 − 𝐷4 + 2𝐷2𝐷4 − 𝐷4𝐷1




3 + 𝐷1𝐷3 − 𝐷3
2 > 0 
= 1.0702 > 0 
(Bukti Penyelesaian ada di Lampiran 4) Dari ketiga syarat di atas dengan 
perhitungan menggunakan software Maple 18 didapat bahwa sistem persamaan 
model penyebaran penyakit campak pada titik tetap endemik stabil asimtotik 
dengan syarat 𝜙(ℎ) > 0. Berdasarkan persamaan (3.2) dapat disimpulkan 
bahwa nilai 𝜙(ℎ) memenuhi 0 < 𝜙(ℎ) ≤ 5 dengan ℎ > 0. 
 
3.4 Simulasi Numerik 
 Dalam simulasi numerik ini, nilai awal mengacu pada Tabel 2.1 dan nilai 










a. Tiik Tetap Bebas Penyakit (𝑅0 < 1) 
Pada simulasi dengan 𝑅0 < 1 diperoleh ketika digunakan laju interaksi 














(b) Solusi Numerik 𝑺(𝒕), 𝑬(𝒕), 𝑰(𝒕) 
dan 𝑹(𝒕)  untuk 𝒉 = 𝟏 
 
(c) Solusi Numerik ntuk populasi 𝑺(𝒕) 
untuk beberapa variasi 𝒉 
(a) Solusi Numerik 𝑺(𝒕), 𝑬(𝒕), 𝑰(𝒕) 
dan 𝑹(𝒕)  untuk 𝒉 = 𝟎. 𝟎𝟏 









  lebih lambat menuju kondisi kesetimbangan dibandingkan 
solusi dengan ukuran langkah (1) =
1−𝑒−𝜇(1)
0.2
 . Namun simulasi numerik 
menggunakan metode beda hingga tak standar menunjukkan konvergensi ke titik 
kesetimbangan. Pada gambar di atas, grafik pertumbuhan banyaknya manusia 
rentan (𝑆) dimulai dari hari ke 0 bergerak naik menuju titik tetap diakibatkan 
adanya kelahiran alami (𝐵). Kemudian manusia laten (𝐸), manusia terinfeksi (𝐼) 
dan manusia yang sembuh (𝑅) mengalami penurunan dan mendekati 0. Hal 
tersebut sesuai dengan keadaan bebas penyakit dimana populasi (𝐼) bernilai 0 dan 
mengakibatkan populasi (𝑅) juga bernilai 0. Pada gambar 3.1(c) perbedaan grafik 
populasi suspectible terletak pada waktu mencapai titik tetapnya. Untuk ℎ = 0.5 
grafik mencapai di titik tetap ketika 𝑛 = 60 sedangkan untuk ℎ = 1 mencapai 
titik tetap ketika 𝑛 = 40. Kemudian untuk ℎ = 5 mencapai titik tetap saat 𝑛 = 30 
dan untuk  ℎ = 10 menuju titik tetap saat 𝑛 = 28. 
 
b. Titik Tetap Endemik (𝑅0 > 1) 
Sama halnya dengan cara memperoleh grafik pada keadaan bebas penyakit, 
berdasarkan metode beda hingga tak standar dengan menggunakan nilai 
parameter pada tabel 2.1 diperoleh grafik  𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡) dan 𝑅(𝑡) untuk ℎ =































(a) Solusi Numerik 𝑺(𝒕), 𝑬(𝒕), 𝑰(𝒕) 
dan 𝑹(𝒕)  untuk  𝒉 = 𝟎. 𝟎𝟏 
 
(d) Solusi Numerik 𝑹(𝒕) untuk 𝑹𝟎 > 𝟏 
 
(c) Solusi Numerik 𝐈(𝐭) untuk 𝐑𝟎 > 𝟏 
 
(b) Solusi Numerik 𝑺(𝒕), 𝑬(𝒕), 𝑰(𝒕) 
dan 𝑹(𝒕)  untuk 𝒉 = 𝟏 
 
(b) Solusi Numerik 𝑬(𝒕) untuk 𝑹𝟎 > 𝟏 
 
(a) Solusi Numerik 𝑺(𝒕) untuk 𝑹𝟎 > 𝟏 
 
Gambar 3. 2 Solusi Numerik untuk 𝑹𝟎 > 𝟏 









  lebih lambat menuju kondisi kesetimbangan dibandingkan 
solusi dengan ukuran langkah (1) =
1−𝑒−𝜇(1)
0.2
 . Namun simulasi numerik 
menggunakan metode beda hingga tak standar menunjukkan konvergensi ke titik 
kesetimbangan dengan nilai 𝛽 yang cukup besar yaitu  𝛽 = 20 untuk 
menghasilkan 𝑅0 > 1. Hal tersebut berarti masih terjadi penyebaran penyakit 
campak. Pada gambar di atas, grafik pertumbuhan banyaknya manusia rentan (𝑆) 
dimulai dari waktu ke 0 bergerak turun kemudian naik kembali menuju titik tetap 
diakibatkan adanya kelahiran alami (𝐵). Kemudian manusia laten (𝐸) mengalami 
kenaikan dari waktu ke 0 kemudian turun menuju titik tetap. Untuk manusia 
terinfeksi (𝐼) dan manusia yang sembuh (𝑅) mengalami penurunan dan 
mendekati titik tetap. Hal tersebut sesuai dengan keadaan endemik dimana 
populasi (𝐼) bernilai lebih dari nol atau tidak sama dengan nol. Dari keempat 
gambar 3.3(a) sampai gambar (d) menunjukkan bahwa semakin besar nilai ℎ yang 
digunakan maka grafik akan cepat menuju titik tetapnya. 
 
3.5 Keterkaitan Antara Kajian Penyakit Menular dalam AlQur’an dan 
Hadist dengan Konsep Model Matematika Penyebaran Campak. 
Al-Qur’an merupakan sumber dari segala macam ilmu pengetahuan. 
Beberapa konsep disiplin ilmu telah dijelaskan dalam Al-Qur’an termasuk salah 
satunya adalah keilmuan matematika serta berbagai cabangnya terdapat dalam Al-
Qur’an seperti halnya masalah statistik, logika, pemodelan, graf, dan lain-lain. 





tersebut telah banyak dikaji sebagai suatu cara sederhana untuk menerjemahkan 
suatu masalah ke dalam bahasa matematika dengan menggunakan persamaan, 
pertidaksamaan, atau fungsi. Dalam kehidupan terdapat beberapa masalah yang 
telah dibangun secara matematis diantaranya pemodelan kontruksi jembatan, 
pemodelan air dangkal dan pemodelan penyakit menular.  
Dalam teori Islam penyakit menular sudah dipercayai sejak zaman para Nabi.  
Nabi Muhammad SAW menganjurkan untuk menjaga jarak, menjauhi 
kerumunan, tetap melakukan aktivitas dari rumah, menaati anjuran pemerintah 
sebagai otoritas yang berwenang, serta berdoa agar terhindar dari penyebaran 
penyakit menular merupakan ikhtiar yang bisa kita lakukan untuk mencegah agar 
terhindar dari wabah penyakit menular seperti dalam Hadistnya yang berbunyi  
“Janganlah yang sakit dicampurbaurkan dengan yang sehat” (HR Bukhari dan 
Muslim dari Abu Hurairah). 
 
 Sebagai contoh representasi dari hadist tersebut adalah pemodelan penyakit 
menular. Pemodelan penyakit banyak dimodelkan dengan pemisahan populasi 
orang rentan (Suspectible), terinfeksi (Infected), sampai dengan populasi sembuh 
(Recovered). Pemisahan populasi bertujuan untuk mengetahui laju penularan 



















Secara matematis gambar 3.4 disebut sebagai diagram kompartemen 
penyebaran suatu penyakit dengan arah panah menunjukkan adanya hubungan 
antar populasi dan dirumuskan dalam suatu parameter laju atau tingkat 
perpindahan jumlah masing-masing populasi. Hadist Rasulullah yang telah 
disebutkan bersesuaian dengan proses pemodelan penyakit yang semakin 
populer dalam ilmu matematika. Setelah dilakukan pemisahan populasi, 
selanjutnya dibentuk suatu persamaan diferensial yang menggambarkan laju 
penularan yang kemudian dianalisis secara matematis.  
Dalam penelitian ini pemodelan penyebaran campak juga menggunakan 
diagram kompartemen yang ditunjukkan pada gambar 2.1. pembaruan ilmu 
matematika dan kedokteran menemukan populasi baru yaitu 𝐸𝑥𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑 atau 
populasi orang dalam keadaan laten, sehingga pemisahan populasi tidak hanya 
terbatas pada populasi orang sembuh dan sakit, tetapi lebih dalam lagi 








 Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumnya maka kesimpulan yang 
dapat diambil adalah sebagai berikut: 
1. Model penyebaran penyakit campak yang digunakan adalah model 𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑅 
dan dianalisis dengan menggunakan metode skema beda hingga tak standar. 













2. Berdasarkan hasil analisis kestabilan menggunakan kriteria Schur-Cohn 
menunjukkan bahwa model beda hingga tak standar penyebaran penyakit 
campak stabil secara numerik untuk dua kondisi yaitu kondisi bebas penyakit 
dan endemik dengan 0 ≤ 𝜙(ℎ) ≤
1
𝜇




= 𝐵 − 𝛽𝑆𝑛+1𝐼𝑛 − 𝜇𝑆𝑛+1 
𝐸𝑛+1 − 𝐸𝑛
𝜙(ℎ)
= 𝛽𝑆𝑛+1𝐼𝑛 − (𝜇 + 𝛼 + +𝜎)𝐸𝑛+1 
𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛
𝜙(ℎ)
= 𝛼𝐸𝑛+1 − (𝜇 + 𝛾)𝐼𝑛+1 
𝑅𝑛+1 − 𝑅𝑛
𝜙(ℎ)





3. Hasil simulasi numerik untuk model beda hingga tak standar penyebaran 
penyakit campak dengan ukuran langkah 𝜙(ℎ) =
1−𝑒−𝜇ℎ
𝜇
  menunjukkan 
bahwa semakin besar nilai ℎ yang digunakan maka grafik akan cepat 
konvergen menuju titik tetapnya. 
 
4.2 Saran 
Dalam penelitian ini telah ditunjukkan hasil metode beda hingga tak standar 
dalam menyelesaikan sistem dinamik yang mengarah pada analisis kestabilan titik 
tetap yang didasarkan pada parameter tertentu. Hal tersebut berarti analisis yang 
dilakukan bersifat khusus. Maka dari itu, bagi pembaca untuk penelitian 
selanjutnya agar dapat dikembangkan lebih lanjut untuk mendapat kestabilan pada 
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𝛽𝜙(ℎ)𝐼 + 𝜇𝜙(ℎ) + 1
=
1









(𝛽𝜙(ℎ)𝐼 + 𝜇𝜙(ℎ) + 1)2
= −
(𝐵𝜙(ℎ) + 𝑆)𝜙(ℎ)β









(𝛽𝜙(ℎ)𝐼 + 𝜇𝜙(ℎ) + 1)(1 + 𝜙(ℎ)(μ + α + σ))
=
𝜙(ℎ)β












(𝛽𝜙(ℎ)𝐼 + 𝜇𝜙(ℎ) + 1)2(1 + 𝜙(ℎ)(μ + α + σ))
= −
𝜙(ℎ)2β2(𝐵𝜙(ℎ) + 𝑆)




























































(𝜇𝜙(ℎ) + 1)(𝜙(ℎ)(𝛽𝐼 + 𝜇) + 1)(1 + 𝜙(ℎ)(μ + α + σ))
 
=
𝛾αβ𝜙(ℎ)3 + 𝛼𝜙(ℎ)2β(1 + 𝜙(ℎ)(𝛾 + μ + σ))




























(𝜇𝜙(ℎ) + 1)(1 + 𝜙(ℎ)(μ + α + σ))
 
=
𝛾α𝜙(ℎ)2 + 𝛼𝜙(ℎ)(1 + 𝜙(ℎ)(𝛾 + μ + σ))























𝑎 = 𝜙(ℎ)(𝛽𝐼 + 𝜇) + 1 
𝑏 =  1 + 𝜙(ℎ)(μ + α + σ) 
𝑐 = 1 + 𝜙(ℎ)(μ + σ) 
𝑑 = 𝜇𝜙(ℎ) + 1 
𝑒 = 𝐵𝜙(ℎ) + 𝑆∗ 





𝑙 = 𝜙(ℎ)β 
𝑚 = 𝜙(ℎ)𝛾 
𝑝 = 𝜙(ℎ)α 
𝑞 = 𝑝α(𝑚 + 𝑗) 
𝑊 =



















































Dari matriks Jacobi tersebut akan ditentukan persamaan karakteristik nilai eigen 
yang diperoleh dari 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐽) = 0 














































Dengan menggunakan bantuan aplikasi Maple 18 didapat 





























































Persamaan karakteristik dari matriks tersebut berupa polinom berderajat empat 
yaitu 
𝑃(𝜆) = 𝜆4 + 𝐴1𝜆
3 + 𝐴2𝜆
















































































































Lampiran 3: Program Maple Menentukan Nilai Syarat Kestabilan Bebas    
Penyakit 























































































































































h=input('masukkan h= '); 
n=100; 
fd=(1-exp(-miu*h))/miu; 





b=input('masukkan beta= '); 
r0=b*alpha*B/(miu*(miu+alpha+sigma)*(miu+gamma)); 
fprintf('nilai r0= %f ', r0); 
fprintf('\n'); 
for i=1:n-1 
    S1(i+1)=((B*fd)+S1(i))/(1+b*fd*I1(i)+miu*fd); 
    E1(i+1)=((fd*b*S1(i+1)*I1(i))+E1(i))/(1+fd*(miu+alpha+sigma)); 
    I1(i+1)=((fd*alpha*E1(i+1))+I1(i))/(1+fd*(miu+gamma)); 









fprintf('titik tetap yang dihasilkan dari iterasi: '); 
fprintf('\n'); 
fprintf(' S*=%8.20f\n', Sn); 
fprintf(' E*=%8.20f\n', En); 
fprintf(' I*=%8.20f\n', In); 


























h=input('masukkan h= '); 
n=100; 
fd=(1-exp(-miu*h))/miu; 





b=input('masukkan beta= '); 
r0=b*alpha*B/(miu*(miu+alpha+sigma)*(miu+gamma)); 
fprintf('nilai r0= %f ', r0); 
fprintf('\n'); 
for i=1:n-1 
    S1(i+1)=((B*fd)+S1(i))/(1+b*fd*I1(i)+miu*fd); 
    E1(i+1)=((fd*b*S1(i+1)*I1(i))+E1(i))/(1+fd*(miu+alpha+sigma)); 
    I1(i+1)=((fd*alpha*E1(i+1))+I1(i))/(1+fd*(miu+gamma)); 









fprintf('titik tetap yang dihasilkan dari iterasi: '); 
fprintf('\n'); 
fprintf(' S*=%8.20f\n', Sn); 
fprintf(' E*=%8.20f\n', En); 
fprintf(' I*=%8.20f\n', In); 
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